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G#HJILKNMNONPJKRQTS�U;VXW�Y'U[Z]\^VX_'`)\aU$\abJU$`cZ]dfehg�\^ic\aVXjlkfVXZa\amaVXnJo�\^VXiBWpicqr\^bJUlU[VX_BUsW'YB`ctXofUsZ5icqu`
ZaUsv�oJU[WJj[UhicqwgNU[mF\^oJm]nNU[k<2wU[maU[x[VXWfy{z?i�U[gJtXV \axTiBgNUsma`)\aiBmaZ

{P (n)(ε) = An + εQn}∞n=1`cWJk�gJm]i|Y'UTn'd
ehUs`cWJZ}icq?~]\^bfUT`sY'U[ma`c_BVXWJ_�ehUL\abJi�k��#\ab�`)\�j�bJi�iBZ^VXWf_
ε = 1

Cn

q�iBm}`cW
`cgJgfmaiBgJm]V�`)\aU�j[iBWJZ]\�`cW'\

C � VXtXt��BU[U[g�\abJUTU[VX_BU[W'YB`ctXoJU[Z�icq P (n)(ε)
j[tXiBZaU#\ai�\abJiBZ^UTicq

An + εQav
n

q�iBm}`pg�`cmF\^VXj[oJt�`cm�kJV�`c_BiBWJ`ctAep`)\amaV �
Qav

n � z0bJVXZ/\abJU[iBm]Use3VXZ/m]U[t�`)\^U[k"\ai\abJUTZagJtXV \a\aVXWJ_�gJbJU[WJiBehU[WJiBW�iBnJZ^U[mFY'U[k�W�oJehU[maVXjs`ctXt d�q�iBm/Z^ULY'U[ma`ct7Z^gNU[j[V ��jTZaUsv�oJU[WJj[U[Z
icq�gNU[m]\aoJm]nrU[k
iBgNU[m^`)\aiBm]Z � V \^b�Zad�e�nNiBtXZ5kJUL��WJU[k�iBW�\^bJU�ZagJbJU[maU�`cWJk�\^bfU}j[d�tXVXWJkJU[m �

���p���0�7�;�l�7�l�0�0���;�0�����5�� u¡{¢�¡{�0�;�5¡{��£
������� ��¤A¥�¦?¥f§]¤7¨ª©! "¤A¨w«7¬R¨w¥�§]¤7¨$­r®�¯T°�±)²r³�´�°�²r³?µf¶l·�¸+·h¹�º�º�»�¼N½�¸+³�¾|¸+²N¿Tµ|°�¸�À�²rµ)¼�µ)¹�²�À
‖M‖ µ|²�Á?¸�À�²Nµ)¸�µ|°�¸
²�ÂA¸�±)¼Nµ|²�±�À�²r±)»%²N¿

M Ã

‖M‖ = max
|v|=1

‖Mv‖
|v|ÄÅ¸
·h¹�º�º0¼NºÆ¾|²�³A¾s¸�µ|°�¸�¾sÇR»�È7²rº

Λ(A)
µ|²+Á?¸�À�²Nµ)¸�µ)°�¸�¾|¸'µp²N¿$¸�¹�´r¸�ÀuÉ�¼rº�³�¸f¾T²N¿

A
�

��� Ê�� ��¬uËJ¬RÌ�§]¨;()��¤0¬uÍ$Îa§F¥�Ì��<Í�¬uË�¦?¥�¤AË�­r®�ÏLÀÐÈ7²Nµ|°Ñµ|°�¸,Ò'ºÆ¼r¾)¾s¹ÆÒ�¼rº}µ|°�¸�²r±)ÇÅ²N¿p¯;²R¸�Â�º�¹�µ|Ó
²rÂ?Ô
¸�±)¼Nµ|²r±c¾�¼rÀ�ÁÐµ)°�¸
µ|°�¸�²r±)ÇÐ²N¿�Õ�¸�±)¸�Ó�¹�À�Ô�¯l²R¸�Â�º�¹Öµ)Ó�²�ÂA¸�±)¼Nµ|²r±c¾�¶lµ)°�¸�±)¸�¹�¾<¾|¸�¸�À�µ|²ÅÈA¸�¼DÁ?¸�¸�Â
Ò�²rÀ�À�¸fÒBµ)¹�²�À�È7¸'µ[·�¸�¸�À<µ|°�¸T×s¾|ÇR»�È7²rºÖØT²r¿0¼NÀ�²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±�¼rÀ�Á<É�¼N±)¹�²�³�¾}Â�±)²rÂ7¸�±|µ|¹�¸�¾}²r¿wµ|°�¸p²�ÂA¸�±sÔ
¼Nµ|²r±T¹�µ)¾|¸�º�¿�Ù]¸ � ´ � ¶�¸�¹�´r¸�ÀuÉ�¼rº�³�¸�Á?¹Æ¾[µ)±|¹�È�³?µ)¹�²�À
¹�À?¿F²�±|»�¼�µ)¹�²�À�¿F²�±hÒ'ºÆ¼r¾)¾s¹ÆÒ�¼rºw¯l²R¸�Â�º�¹�µ|Ó
²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±c¾
Ò�¼NÀ=È7¸"´�º�¸f¼NÀ�¸fÁ,¿F±)²r»Úµ|°�¸<ÛRÓ�¸�´�Ü�º�¹�»<¹�µ�µ)°�¸�²�±|¸�»*¼NÀ�Á=µ|°�¸�º�²?Ò�¼�µ|¹�²rÀ�²N¿�µ)°�¸"ÂA¾s¸�³�Á?²�¾|Â7¸�ÒBÔ
µ)±|³�»Ý¿F²�±#Õ�¸�±)¸�Ó�¹�À?ÔL¯l²u¸�Â�º�¹Öµ)Óp²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±c¾}ÈRÇ�¯l±|¸�¿F¸'µ)°�¸�À�¼NÀ�Á�Þ#°�¼rÂ�»�¼NÀ0ß ¾/×Lµ[·h¹Æ¾[µ�Ò'²rÀAÁ?¹Öµ)¹�²�ÀRØ
¹�Àáà ÊJâFãB� ¯T°�¸=µ)°�¸�²�±|Çä²N¿�Õ�¸�±|¸�Ó�¹�À?Ô�¯l²R¸�Â�º�¹�µ|Ó=²�ÂA¸�±)¼Nµ|²r±c¾+È7¸�´�¹�ÀA¾�¹�Àåµ|°�¹�¾,¾|Â�¹�±)¹�µ�¶pÈ�³�µ�¸�æuÔ
¼r»�¹�À�¸f¾+»<²r±)¸�´r¸�À�¸�±c¼Nº�¾|ÇR»�È7²rºÆ¾ � ¯l²ÑÈ7¸�´�¹�Àç²�³�±+¸�æ?¼r»<¹�À�¼Nµ|¹�²rÀ0¶h·�¸=·h¹�º�º�µ)¼r½r¸�¼è¿F³�À�ÒBÔ
µ)¹�²�ÀéÙFµ|°�¸�×|¾|Çu»"ÈA²�º�Ø ã

f : X → C
·h°�¸�±)¸

X
¹�¾�¸�¹Öµ)°�¸�±+µ|°�¸ Ê Ô�¾|Â�°�¸�±|¸,²r±<µ)°�¸=Ò'ÇRº�¹�ÀAÁ?¸�±

{(p, θ)|p ∈ [0, 1], θ ∈ [0, 2π]} � ÄÅ¸�È7¸�´�¹�À�ÈRÇ
¸'æ�¼N»<¹�À�¹�À�´�µ)°�¸hÒ�¼�¾s¸�²N¿Aµ|°�¸hÒ'ÇRº�¹�ÀAÁ?¸�±f¶N·h°�¹ÆÒc°»�¼JÇ+È7¸
ÉR¹�¸�·#¸fÁ�¼�¾h¼�¾s³�ÂA¸�±)¾|¸'µh²N¿$µ|°�¸�µ|°�¸�²r±)Ç�²N¿/Ò'ºÆ¼r¾)¾s¹ÆÒ�¼rº0¯;²R¸�Â�º�¹�µ|Ó
²�ÂA¸�±)¼Nµ|²�±)¾ � ¯;²�ÉR¹�¸�·
µ)°�¸�Ò�º�¼�¾|¾|¹ÆÒ�¼Nº/Ò�¼�¾s¸�¼r¾�¼�¾s³�ÈA¾s¸�µ�²r¿�²r³�±�¿F±c¼N»<¸�·�²r±)½w¶A±)¸�»<¸�»�È7¸�±�µ|°�¼Nµ�µ)°�¸<Ò'ºÆ¼r¾)¾s¹ÆÒ�¼rº$¾|ÇR»"Ô
È7²rº/¹Æ¾�µ)¼N½�¸�À�µ|²�ÈA¸�Á?¸�ê�À�¸�ÁD²rÀè¼Nº�º/²N¿#µ|°�¸<±)¸�¼Nº$º�¹�À�¸�¼rÀ�Á=µ)²
È7¸

2π
Â7¸�±)¹�²RÁ�¹�Òr¶0¾s²�¹Öµ
»�¼JÇ

È7¸�µ)°�²r³�´r°uµ�²r¿�¼r¾�¼�¿F³�À�ÒBµ)¹�²�ÀD²�À�µ|°�¸<Ò'ÇRº�¹�ÀAÁ?¸�±�²N¿�µ|°�¸<¼NÀ�´�³�ºÆ¼N±�É�¼r±|¹Æ¼NÈ�º�¸
θ
·h°�²�¾|¸�ÉJ¼rº�³�¸

Á?²R¸f¾
À�²Nµ<Á?¸�Â7¸�ÀAÁÐ²rÀ
p
ÙFµ|°�¸
¼Nº�µ|¹�µ|³�Á?¸
²rÀèµ)°�¸
Ò�Çuº�¹�À�Á?¸�± ãB��ë ²r±"¼=»�³�Òc°Ð»<²r±)¸�¹�À?Ô�Á�¸�Â?µ)°

Á?¹Æ¾)Ò'³�¾)¾s¹�²rÀ
²N¿$µ|°�¸�µ)²rÂ�¹ÆÒ�¾T²r¿lµ)°�¹Æ¾h¾s¸fÒBµ|¹�²rÀ;¶?µ|°�¸
±)¸�¼�Á?¸�±T¹Æ¾h¼rÁ?ÉR¹Æ¾s¸fÁ+µ)²<º�²R²r½+µ|²�à ì â^�
��� Ê�������íwî�ï�ð/ñ�ò�ó{ô7õ�ï'ö�÷
ø À
µ|°�¸�Ò�ÇRº�¹�À�Á?¸�±�¶?·�¸�Ò'²�À�¾s¹ÆÁ?¸�±#µ)°�¸�ùp¹�º�ÈA¸�±sµ�¾|Â�¼rÒ�¸

Hn =

{

n
∑

k=1

ake
ikθ|ak ∈ C

}

ú�ûBü{ý�þ @BoJt d�ÿ��)\^b���������� � 	
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�+��,� ����
��-��).� �����,����� ��! /
²r¿AÁ?¹�»�¸�À�¾|¹�²�À
ÙF²�É�¸�±

C
ã
n+1

·h¹�µ|°"µ|°�¸�¹�À�À�¸�±}Â�±|²?Á?³�Ò'µ/Á�¸'ê�À�¸fÁ�ÈRÇ
¸�æuµ)¸�À�Á�¹�À�´�µ|°�¸#±)¸�ºÆ¼�µ)¹�²�À
< eikθ , eilθ >= δkl

� Äå°�¼Nµ�·�¸�·h¹�º�º$À�²�· ¹�º�º�³A¾[µ)±)¼Nµ|¸�¹Æ¾�°�²�·3µ)²+µ)¼r½r¸�¼+¾|ÇR»�È7²rº
f
²�À,µ|°�¸

Ò�Çuº�¹�À�Á?¸�±<¼NÀAÁÐµ|²èÁ?¸�ê�À�¸�¼NÀ ²rÂ7¸�±c¼�µ|²�±
Opn(f) : Hn → Hn

¿F²�±<¼rº�º
n
�10 ¸'µ

ψ ∈ Hn

�
ÏLÀèµ)°�¸�Ò'ºÆ¼r¾)¾|¹�Ò�¼Nº�¯l²R¸�Â�º�¹Öµ)Ó�Ò�¼�¾s¸�¶l·�¸+ÉR¹�¸�·

f
¼�¾�¼NÀÐ¸�º�¸�»<¸�Àuµ�²N¿

L2(S1)
¼rÀ�ÁèÁ?¸'µ)¸�±)»<¹�À�¸

µ)°�¸�¹�À�Á?³�Ò�¸�Á�²rÂ7¸�±c¼�µ|²�±�ÈRÇ,º�¸�µsµ)¹�À�´
Opn(f)(ψ)

È7¸"µ|°�¸�±|¸f¾s³�ºÖµ�²N¿�»�¼NÂ�Â�¹�À�´
ψ → fψ

Ùa¼NÀ
¸�º�¸�»�¸�Àuµ�²r¿

L2(S1)
ã ¼NÀ�Á+µ|°�¸�À
Â�±)²�2[¸fÒBµ)¹�À�´"¹Öµc¾ ë ²r³�±|¹�¸�±hÛR¸�±)¹�¸�¾#²rÀuµ|² Hn

� ¯;²�¸'æRµ|¸�À�Á�µ)°�¹Æ¾�¶
¿F²�±

f(p) = p
¶�·�¸�º�¸'µ

Op(f)(ψ) =
1

iN

dψ

dθ¼rÀ�Á�¹�»<Â7²�¾|¸�µ)°�¼�µ
f 7→ Opn(f)

ÈA¸#º�¹�À�¸�¼r± �43 ²�·
¶J·�¸�°�¼JÉr¸�Çr¸'µlµ|²�¾sÂ7¸�Ò�¹Ö¿FÇ�°�²�·Åµ|²65u³�¼NÀuµ|¹�Ó�¸
¾|²r»<¸'µ)°�¹�À�´
²N¿7µ|°�¸p¿F²r±)»

f(p, θ) = f(p)eiθ ��ø À�¸h·T¼JÇ�µ)²"5�³A¼NÀuµ|¹�Ó�¸Tµ)°�¹�¾�¹�¾�µ|²�¿F²�º�º�²�· ÄÅ¸�ÇRº
¼rÀ�Á+µ)²�Á?¸'ê�À�¸�µ|°�¸
²�ÂA¸�±)¼Nµ|²r±h¾|ÇR»�»<¸�µ|±)¹�Ò�¼Nº�º�Ç Ã

Opn(f(p)eiθ) =
1

2

(

Opn(f(p)) ◦Opn(eiθ) +Opn(eiθ) ◦Opn(f(p))
)

7 À�²Nµ)°�¸�±�¼rÂ�Â�±)²�¼�Òc°0¶�·h°�¹ÆÒc°,·#¸�·h¹�º�º0µ)¼r½r¸�¶�¹Æ¾p¾s¹�»<¹�ºÆ¼N±pµ|²�µ)°�¼�µ�²r¿hà Ê�â^�hë ¹�±c¾sµ�¶�·�¸�¾sµ|¹�Â�³�ºÆ¼�µ|¸
µ)°�¼�µ

Opn(f(p)eilθ) = Opn(eilθ) ◦Opn(f(p))
�83 ²Nµ)¹�À�´<µ|°�¼Nµ

Opn(p)(eikθ) = k
N
eikθ

¶�¹Öµ
¹Æ¾TÀ�¼�µ)³�±c¼Nºwµ|²�Á?¸�ê�À�¸

Opn(f(p))(eikθ) = f( k
n
)eikθ � Ï�¿/·�¸�¿F³�±sµ)°�¸�±�¾sµ)¼Nµ|¸�µ|°A¼�µp¹�¿

f(p, θ) =

∞
∑

l=−∞

fl(p)e
ilθ

µ)°�¸�À,·�¸�·h¹�º�º;Á?¸'êAÀ�¸
Opn(f)

ÈRÇ�µ)°�¸
À�¼Nµ|³�±c¼Nºw¿F²�±|»"³�º�¼ Ã

f(p, θ) =

∞
∑

l=−∞

Opn(fl(p)e
ilθ)

ÄÅ¸
·h¹�º�º5±)¸'¿F¸�±Tµ)²<µ|°�¸
nth

¾|³�Òc°�²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±h¼r¾
Tn(f)

¿F±)²r»%µ)°�¹Æ¾hÂA²�¹�ÀuµT¿F²r±)·T¼N±cÁ �

��� Ê�� Ê���íwî�ï:9�;�î�ï'ö|ï=<>9@?BADC'EN÷ Û�F�Ù Êrã ¹Æ¾�Á?¸'ê�À�¸�Á�¼r¾�µ|°�¸�´r±)²r³�Â<²N¿
2×2

Ò�²r»<Â�º�¸'æ<³�À�¹�µ)¼N±)Ç
»�¼�µ)±|¹ÆÒ'¸f¾�·h¹Öµ)°,Á�¸'µ|¸�±|»<¹�À�¼NÀuµ ��� ¯l²�Á?¸'µ)¸�±)»<¹�À�¸
¹�µ)¾ 0 ¹�¸ 7 º�´�¸�È�±c¼�¶R·�¸
À�²Nµ)¸�µ|°�¼Nµ�¼"»�¼Nµ|±)¹Öæ
A ∈ Lie(SU(2))

¹HG�¿F²�±�¼rº�º
t
¶
etA ∈ SU(2)

� ¯T°�¹Æ¾�Á?¸'µ)¸�±)»�¹�À�¸f¾�µ)°�¸ 0 ¹�¸ 7 º�´r¸�È�±c¼=ÈRÇ
À�²rµ|¹�À�´Dµ|°�¼Nµ<·�¸�»�³�¾sµ�°�¼JÉr¸�µ|°�¼Nµ

etA(etA)∗ = I
ÙF³�¾|¹�À�´ ∗ µ|²èÁ?¸�À�²Nµ|¸�µ)°�¸�ùp¸�±)»<¹Öµ)¹�¼rÀ

µ)±)¼rÀ�¾sÂ7²�¾|¸ ã ¼NÀ�Á
det(etA) = 1

� 7 ¾
(etA)∗ = e−tA

¶wµ|°�¸"ê�±c¾[µ
Ò'²�À�Á?¹�µ|¹�²rÀ�¾�´r¹�Ér¸f¾�³A¾�µ)°�¼�µ
A+A∗ = 0

¼rÀ�Á�ÈRÇ<±|¸�»<¸�»�È7¸�±)¹�À�´
µ|°A¼�µ
det(etA) = etrace(A) ¶�·�¸�°�¼JÉ�¸hµ|°A¼�µ tr(A) = 0

�
¯T°�¸D¾s¸�µ�²N¿�¼Nº�ºhµ)±)¼�Ò'¸�º�¸�¾)¾

2 × 2
¾s½�¸�·TÔLùp¸�±|»<¹�µ|¹Æ¼NÀä»�¼�µ|±)¹ÆÒ'¸�¾+¹�¾
Ò�¼Nº�º�¸�Áä¾s³lÙ Êrã'� ¾s³lÙ Êrã ¹�¾

´�¸�À�¸�±)¼Nµ|¸�Á�ÈRÇ�µ|°�¸JI}¼r³�º�¹;»<¼Nµ|±)¹�Ò�¸�¾ Ã
σ1 =

1

2

(

0 i

i 0

)

, σ2 =
1

2

(

0 −1
1 0

)

, σ3 =
1

2

(

i 0
0 −i

)

3 ²�·
¶uÒ'²�À�¾s¹ÆÁ?¸�±}µ|°�¸p¿F²rº�º�²�·h¹�À�´�ùp¹�º�ÈA¸�±sµ#¾|Â�¼�Ò'¸h²N¿5°�²�»<²r´r¸�À�¸�²�³�¾/Â7²rº�ÇuÀ�²r»<¹�¼rº�¾�²N¿0Á?¸�´�±|¸�¸
Ê
n Ã

Hn =







ψ(z1, z2)|
2n
∑

j=0

ajz
2n−j
1 z

j
2 : aj ∈ C







7 À�²�±sµ)°�²rÀ�²r±)»<¼rºAÈA¼r¾|¹�¾�¶?·h¹Öµ)°,±|¸f¾sÂ7¸�Ò'µ�µ)²<µ|°�¸�ù�¸�±)»<¹Öµ)¹�¼rÀ
¹�À�À�¸�±hÂ�±|²?Á?³AÒBµ

< ψ1, ψ2 >=

∫

S3

f1f̄2dVS3
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¹Æ¾�´r¹�Ér¸�À ÈRÇ

{

|j, n >=

√

(

n

j

)

z
n−j
1 z

j
2

}

� Û�F�Ù Ê�ã ¼rÒ'µ)¾<²�À Hn

ÈRÇ�º�¸'µ|µ|¹�À�´
g · ψ =

ψ(g−1(z1, z2))
� ¯T°�¸�¹�Àuµ|¸�±|¸f¾[µ)¹�À�´<µ|°�¹�À�´�¼rÈA²�³?µpµ|°�¹�¾�¼rÒBµ)¹�²�À�¹�¾pµ|°�¼Nµpµ|°�¸�¹�±)±)¸�Á?³�Ò�¹�È�º�¸
±)¸�Â?Ô

±)¸�¾|¸�Àuµ)¼Nµ|¹�²rÀ�¾�²N¿�Û�F�Ù Ê�ã ¼N±)¸�¹�À�Á?¸'æ?¸fÁ=ÈRÇ
J = 0, 1

2 , 1,
3
2 , 2 . . .

¼NÀAÁ�¼N±)¸�´�¹�É�¸�À�ÙF³�Â�µ|²�¹�¾|²NÔ
»<²r±)Â�°�¹Æ¾|» ã ÈRÇ�µ)°�¹�¾�¼rÒBµ)¹�²�À
²�À Hn

�3 ²�·ª·#¸�¼r±|¸�±|¸f¼rÁ?Ç,µ)²�Á?¸�¾)Ò'±)¹�È7¸<°�²�·
¶0´�¹�É�¸�ÀD¼rÀD¸�º�¸�»<¸�Àuµ
A ∈ su(2)

¶0·�¸�²�È?µ)¼r¹�Àè¼NÀ
²�ÂA¸�±)¼Nµ|²r± Hn → Hn

¿F²r±h¸�É�¸�±)Ç
n ∈ 1

2Z
�

L�¬�M$¨$§F¥f§]¤7¨>N7®ON7®
Op(A)(ψ) = d

dt
etAψ|t=0

�7 ¾p¸'æ�¼N»<Â�º�¸�¾�¶?·#¸�´�¹�É�¸�µ)°�¸
²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±c¾�²�È?µ)¼r¹�À�¸�Á�¿F²r±h¸�¼�Òc°
²r¿lµ)°�¸JI}¼N³�º�¹5»�¼�µ)±|¹ÆÒ'¸f¾ Ã
Op(σ1) =

1

2i
(z2

∂

∂z1
+ z1

∂

∂z2
)

Op(σ2) =
1

2
(z2

∂

∂z1
− z1

∂

∂z2
)

Op(σ3) =
1

2i
(z1

∂

∂z1
− z2

∂

∂z2
)

7 ¾�¸�¼rÒc° Hn

¹Æ¾�ê�À�¹�µ|¸�Ô�Á�¹�»<¸�ÀA¾s¹�²rÀ�¼rºa¶;·#¸<»�¼JÇ�ê�À�Áè¼�»�¼�µ)±|¹�æ=±|¸�Â�±)¸�¾|¸�Àuµ)¼Nµ|¹�²rÀ�²r¿#¸f¼rÒc°Å²N¿
µ)°�¸�¾|¸#²�ÂA¸�±)¼Nµ|²�±)¾l·h¹Öµ)°<±|¸f¾sÂ7¸�Ò'µlµ)²�µ)°�¸T²r±|µ|°�²�À�²r±)»�¼NºuÈ�¼r¾|¹Æ¾lÂ�±|¸f¾s¸�À�µ)¸�Á�ÈA¸�¿F²r±)¸ �P0 ¸'µ

Mj(σk)Á?¸�À�²Nµ)¸�µ|°�¸
jth
¾s³�Â�±)¼�Á?¹�¼r´r²�À�¼NºR¸�Àuµ)±|Ç�²r¿Aµ)°�¸h»�¼�µ)±|¹�æ�²N¿

σk

¶
mj(σk)

µ|°�¸
jth

¹�À?¿F±c¼rÁ?¹Æ¼N´�²rÀ�¼rº
¸�À�µ)±|Ç�¶$¼rÀ�Á

dj(σk)
µ)°�¸

jth
Á�¹�¼r´r²rÀA¼Nº}¸�Àuµ)±|Ç � ¯T°�¸�Àèµ)°�¸+¿F²�º�º�²�·h¹�À�´�»<¼JÇÅÈ7¸+Ér¸�±|¹�ê�¸�ÁèÈRÇ

±)²r³?µ)¹�À�¸�Ò�¼NºÆÒ'³�ºÆ¼�µ)¹�²�ÀDÙa¼Nº�º0³�À�¾|ÂA¸fÒ'¹�ê�¸�Á�¸�À�µ)±|¹�¸�¾h¼r±|¸
0
ã Ã

Mj(σ1) =
1

2i

√

j(n− j + 1), mj(σ1) =
−1

2i

√

j(n− j + 1)

Mj(σ2) =
−1

2

√

j(n− j + 1), mj(σ2) =
1

2

√

j(n− j + 1)

dj(σ3) = N − 2j3 ²�· ·#¸�¹�Àuµ|±)²RÁ�³�Ò'¸�¼rÀ
¹�À�À�¸�±hÂ�±|²?Á?³AÒBµp²rÀ,¾|³;Ù Ê�ã ÈuÇ

< A,B >= −1

2
Tr(AB)

·h°�¹ÆÒc°�·h¹�º�º�¼Nº�º�²�·Ð³�¾$µ)²�¹�Àuµ|±)²?Á?³�Ò'¸TÒ'²R²�±)Á?¹�À�¼Nµ|¸#¿F³�À�ÒBµ)¹�²�À�¾/²rÀ�µ|°�¸h¾|Â�°�¸�±|¸�ÙF·h°�¹ÆÒc°�¹�¾$ÉR¹�¸�·#¸fÁ
¼�¾�¼
¾s³�È�¾s¸�µ�²N¿0¾|³;Ù Ê�ãsãB� ÄÅ¸�Á?¸�ê�À�¸

xj :
¾|³;Ù Êrã → R

ÈRÇ
xj(A) =< A, 2σj >

� Ï�µ�µ)³�±|ÀA¾�²r³�µ
µ)°�¼�µ5µ)°�¸ Ê ÔL¾|Â�°�¸�±)¸/¹�¾;Á?¹QGw¸�²�»<²r±)Â�°�¹ÆÒ$µ|²Tµ|°�¸�¾s¸�µ {

A ∈ ¾|³;Ù Ê�ã |x1(A)2 + x2(A)2 + x3(A)2 = 1
2

}

ÙF¿F²r±�µ|°�¸+Á?¹QGw¸�²�»<²r±)Â�°�¹Æ¾s»,¶;¾|¸�¸,à ì âFãB�R3 ²�·
¶;·#¸<»�¼JÇ�5u³�¼NÀuµ)¹�Ó�¸<¼,¾|ÇR»�È7²rº}²rÀDµ|°�¸+¾sÂ�°�¸�±)¸
·h¹�µ|°S5�³A¼rÁ?±c¼�µ)¹�Ò<µ)¸�±)»�¾"ÈRÇÅµ|°�¸�¿F²�º�º�²�·h¹�À�´�Â�±)²?Ò'¸�Á�³�±|¸DÙF·�¸
·h¹�º�ºTÀ�²rµ<Ò�²rÀ�¾|¹ÆÁ?¸�±�µ|°�¸�»<²r±)¸
´�¸�À�¸�±)¼rºwÒ�¼r¾|¸r¶R·h°�¹ÆÒc°,¹�¾h¼rº�¾|²�Ò'²�Ér¸�±|¸fÁ+¹�ÀDà ì âFãB� ÄÅ¸
»�¼N½�¸�µ)°�¸�¿F²rº�º�²�·h¹�À�´<Á?¸�ê�À�¹�µ|¹�²rÀ Ã

Tn(xj) =
1

in
Opn(σj)

¼rÀ�Á+¿F²�±hÂ�±)²RÁ�³�ÒBµc¾T²N¿
xj

¶�·�¸�¿F²rº�º�²�· ÄD¸�Çuº Ã

Tn(xixj) =
1

in
(Opn(σi) ◦Opn(σj) +Opn(σj) ◦Opn(σi))
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\ ¹�Ér¸�À ¼NÀå²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±+²r¿
µ|°�¸�¿F²r±)»
Pε = Z + εQ

·h°�²u¾s¸�ÈA¸�°�¼JÉR¹�²�±+·#¸D·#²�³�ºÆÁäº�¹�½r¸
µ)²è¾sµ|³AÁ?Ç ¼�¾

ε → 0
¶�·#¸�»�¼JÇÐµc¼N½�¸
µ)°�¸=¼NÂ�Â�±|²u¼rÒc° ²N¿J]
¼�µ|²Ð¼rÀ�Á ¼Nµsµ)¸�»<Â?µ+µ)²Å¸�æRµ|±c¼rÒBµ

¹�À?¿F²r±)»�¼�µ)¹�²�À�¿F±)²r»ªÈA²�³�À�Á�¾�²rÀ�Ò'²R¸_^+Ò�¹�¸�À�µc¾}²N¿7µ|°�¸�¼NÀ�¼rº�Çuµ)¹�Ò�¿F³�ÀAÒBµ|¹�²rÀA¾/µ|°�¼Nµ�±)¸�Â�±)¸�¾|¸�Àuµ/µ|°�¸
Â7¸�±|µ|³�±)È7¸�Á=¸�¹�´�¸�ÀRÉ�¼Nº�³�¸�¾�¹�À=µ|¸�±|»�¾�²N¿

ε
¼NÀ�Á=µ|²,¾[µ)³�Á?Ç�µ)°�¸"¸�±|±)²r±�¹�À�Á?³�Ò�¸�Á=ÈRÇ,µ)±|³�ÀAÒ�¼�µ)¹�À�´

µ)°�¸�¾|¸�¸�æRÂA¼NÀ�¾|¹�²�À�¾�¶$È�³?µ�µ)°�¸�¾|¸
È7²r³�À�Á�¾"²N¿{µ|¸�À�Ò'²�Àuµ)¼N¹�ÀÐµ)¸�±)»<¾"·h¹�µ|° ¾|»�¼Nº�º#Á?¹�ÉR¹�¾|²r±c¾
µ)°�¼�µ
È7¸�°�¼JÉ�¸�Â7²R²r±)º�Çä¹�À3µ)°�¸Dº�¹�»�¹�µ

N → ∞ ÙF¸ � ´ � ¶p¿]¼�ÒBµ)²r±c¾�²r¿ 1
d

·h°�¸�±|¸
d
±|¸�Â�±)¸�¾|¸�Àuµ)¾�µ|°�¸

¾|¸�Â�¼r±)¼Nµ|¹�²rÀ�Á�¹�¾sµ)¼rÀ�Ò'¸,È7¸'µ[·�¸�¸�À µ[·�²D³�À�ÂA¸�±sµ)³�±|È7¸�Á ¸�¹�´r¸�ÀRÉJ¼rº�³�¸�¾ ãB� ¯T°�¸�¾|¸
»<¸�µ|°�²?Á�¾<´�¹�É�¸
¹�À?¿F²r±)»�¼�µ)¹�²�À0¶f¼�¾0·�¸�·h¹�º�ºR¾s¸�¸�¾|°�²r±|µ|º�Çr¶fÈ�³?µlµ|°�¸�¼JÉr¸�±c¼N´�¹�À�´#»<¸'µ)°�²?Á�¼Nº�º�²�·p¾5³�¾;µ|²�¾sµ|±)¸�À�´rµ|°�¸�À
µ)°�¸�¾|¸�±)¸�¾|³�ºÖµc¾ � ¯T°�¸�»<¸�µ|°�²?Á
²r¿�¼JÉr¸�±c¼N´�¹�À�´#µc¼N½�¸�¾;¼�Á?¹QGw¸�±)¸�Àuµ/¼NÂ�Â�±)²�¼�Òc°�Ù{µ|°A¼�µlÈ7¸�°A¼JÉr¸�¾;·#¸�º�º
¹�À�µ|°�¸�º�¹�»<¹Öµ�²r¿

N
ã µ|²�´�¹�ÉR¹�À�´
¼NÀ+¼rÂ�Â�±)²JæR¹�»�¼�µ)¹�²�À�µ|²�µ|°�¸p¸�¹�´�¸�ÀRÉ�¼Nº�³�¸�¾/ÈRÇ<Ò'²�À`2[³�´�¼Nµ|¹�À�´�²r³�±

Â7¸�±|µ|³�±)È7¸�Á
²rÂ7¸�±c¼�µ|²�±�µ)²�¼NÀ�²rµ|°�¸�±�Â7¸�±|µ|³�±|È7¸�Á
²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±
Z + εQav +O(ε2)

·h°�¸�±|¸
Qav

¹�¾
Á?¹Æ¼N´�²rÀ�¼rº � ¯;²�¼NÂ�Â�º�Ç
µ)°�¸h¼JÉr¸�±)¼r´r¹�À�´h»<¸'µ|°�²RÁ0¶r·�¸#»"³�¾[µ/ê�±c¾sµ$À�²rµ|¸�µ|°�¸#¿F²�º�º�²�·h¹�À�´�È7¸�¼r³?µ|¹�¿F³�º
¿F²�±|»"³�º�¼"·h°�¹ÆÒc°,·#¸
¾sµ)¼�µ)¸
¼r¾h¼�º�¸�»<»<¼�Ù

[V, P ]
Á?¸�À�²rµ|¸f¾�µ|°�¸�Ò�²r»<»�³?µc¼�µ)²r±T²N¿

V
¼NÀ�Á

P ) Ã
�#¬�abaÑ¦�c5®dNA®

eε V P e−ε V = P + ε[V, P ] + ε2

2! [V, [V, P ]] + ε3

3! [V, [V, [V, P ]]] + . . .e ögfhf�i'÷ ¯T°�¸�±)¸�¾|³�º�µh¿F²rº�º�²�·p¾�ÈRÇ+¹�À�Á?³�Ò'µ|¹�²rÀ �
�

�"j$¬R¤�Ë�¬�akc0®-c0® A�íwî�ïJl:m�ï'öonhpNó{ô�p.q�ï'r{î�f�õ�Es ó�mJï�ô(nB;�ï�ö�rdt?ö'ucïcõJfg;�ï'ögn`rvf�ö
Pε = Z+εQ w î�ï'ö|ï Z n�ôwõ

Q
n�ö|ï

k×k x n`r^öBóOycï�z w ó�r{î ZõNóOn'p�f�ô�nNòAî�n�m�ó{ô�p<öon`r^óOf�ô�n�ò0ï�ô�r^öBó]ï�z a1

b1
, a2

b2
, . . . , ak

bk { ò�ï'r n = lcm{b1, . . . , bk}
÷�íwî�ï�ô|rFî�ï�ö|ï

ïg}�ó-z�rdz8nNô(fg;�ï'ögn`rvf�ö
V
z�t�y)î=rFî�n�r

e−εV Pε e
εV = Z+εQav+O(ε2)

n�ôwõ
[V, Z] = Qav−Q {w î�ï'ö|ï Qav ó-z~z�t�y)î�r{î�n`r [Qav, Z] = 0

÷
e ögfhf�i'÷�ë ¹�±)¾sµ�¶?·�¸�º�¸�µ

V
ÈA¸
´�¹�É�¸�À�ÈuÇ+µ|°�¸�¿F²�º�º�²�·h¹�À�´ Ã

V =
n

2π

∫ 2π

0

∫ t

0

e−insZQeinsZds dt

¼rÀ�Á�·�¸
Á?¸'êAÀ�¸
Qav

ÈuÇ+µ|°�¸�¿F²�±|»"³�º�¼

Qav =

∫ 2π

0

e−intZQeintZdt

¯T°�¸�À0¶?·�¸
»<¼JÇ�Â�±|²?Ò'¸�¸�Á
ÈRÇ�³?µ)¹�º�¹�Ó�¹�À�´"µ)°�¸
Â�±)¸�ÉR¹�²r³�¾Tº�¸�»<»�¼<¼r¾�¿F²rº�º�²�·p¾ ��3 ²rµ|¸�µ|°A¼�µ
e−εV Pε e

εV = Z + ε[V, Z] + εQ+O(ε2)
ÈRÇ=µ)°�¸�Â�±|¸�Éu¹�²r³A¾
º�¸�»<»<¼ ��3 ²�·�·#¸�Ér¸�±)¹�¿FÇ=µ|°A¼�µ"Á?¸�ê�À�¸

Qav
¼NÀ�ÁèÉ�¸�±)¹Ö¿FÇ�µ|°�¸�Ò'²rÀAÁ?¹Öµ)¹�²�À

¾sµ)¼Nµ|¸�Á
·h¹�µ|°,±|¸f¾sÂ7¸�Ò'µTµ|²
[V, Z]

� 7 ¾h·�¸�°�¼JÉr¸�µ|°A¼�µ
[V, Z] = [

n

2π

∫ 2π

0

∫ t

0

e−insZQeinsZds dt, Z] =
n

2π

∫ 2π

0

∫ t

0

[e−insZQeinsZ , Z] ds dt

¼rÀ�Á,ÈRÇ,Ò�¼NºÆÒ'³�ºÆ¼�µ)¹�²�ÀÑÙFº�¸'µ|µ|¹�À�´ ∗ = e−insZQein+1sZ)
¶w·#¸�¾s¸�¸
µ|°A¼�µ d

ds
(∗) = −inZ(∗) +

(∗)inZ = in[∗, Z]
¶?·h°�¹�Òc°�¹�¾hµ|°�¸
¹�Àuµ|¸�´�±)¼rÀ�Á+²r¿lµ)°�¸�¼NÈ7²�Ér¸�¹�À�µ)¸�´�±)¼rº � ÛR²�¶

[V, Z] =
−1

in2π
in

∫ 2π

0

(e−intZQeintZ −Q) dt = Q−Qav

3 ²�·
¶Rµ)²�Â�±)²�Ér¸�µ|°�¼Nµ
[Qaz, Z] = 0

¶?·�¸�»<¸�±|¸�º�Ç�Ò�¼NºÆÒ'³�ºÆ¼�µ)¸�²rÀ�Ò�¸�»<²�±|¸ Ã

[Qav, Z] =

∫ 2π

0

[e−intZQeintZ , Z] dt
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=
1

in

∫ 2π

0

d

dt

(

e−intZQeintZ
)

¼rÀ�Á=ÈRÇ=²�³�±
Á?¸'ê�À�¹Öµ)¹�²�ÀD²r¿
n
¶0·�¸<°�¼JÉr¸�µ|°�¼Nµ

ein2πZ = I
¶0µ)°�¸<¹�Á�¸�Àuµ|¹�µ[Ç=»�¼�µ)±|¹�æ � ÛR²A¶0·#¸

°�¼JÉ�¸�µ)°�¼�µ

=
1

in
(Q−Q) = 0

¼rÀ�Á
¾|²�µ|°�¸�¼JÉ�¸�±c¼N´�¹�À�´�»�¸�µ|°�²?Á�¹Æ¾P2[³�¾sµ|¹�ê�¸�Á �
�

� ï x n�öo��÷ Ï�µ�¹Æ¾�¹�Àuµ|¸�±|¸f¾[µ)¹�À�´+µ|²�À�²Nµ)¸�µ|°A¼�µ�·#¸�¼NºÆ¾s²+°A¼JÉr¸
µ)°�¼�µ�µ|°�¸ jth Á?¹�¼r´r²�À�¼Nºl¸�Àuµ|±)Ç,²N¿
Qav

¹Æ¾
< Qej , ej >

ÙF·h°�¸�±)¸
<,>

¹Æ¾Tµ)°�¸�³�¾|³�¼Nºlùp¸�±)»<¹Öµ)¹�¼rÀ,Â�±|²?Á?³AÒBµp²rÀ
Cn ã'� ¯T°�¹�¾h»�¼JÇ

È7¸�¾s¸�¸�À�ÈRÇ�Ò�¼rº�Ò�³�º�¼Nµ|¹�²rÀ�²rÀ�Ò�¸
¼N´�¼r¹�À;¶R¼�¾

< Qavej , ej >=
1

2π

∫ 2π

0

< e−intZQeintZej , ej > dt

=
1

2π

∫ 2π

0

< QeintZ ej , e
intZej > dt

¼rÀ�Á�ÈRÇ�µ)°�¸
Â�±)²rÂ7¸�±|µ|¹�¸�¾T²r¿;µ|°�¸�ùp¸�±)»<¹Öµ)¹�¼rÀ,Â�±|²?Á?³AÒBµ�¶?·�¸�°�¼JÉr¸�µ)°�¼�µhµ)°�¹�¾p¹�¾

=
1

2π

∫ 2π

0

< Qej , ej > dt =< Qej , ej >

����ZÑ�;¡{�b���A£��0 _[5£
ë ¹�±c¾sµ#·�¸�¾sµ)¼�µ)¸�¼�·#¸�º�º�Ô^½RÀ�²�·hÀ�µ)°�¸�²�±|¸�»Ý·h°�¹�Òc°+·�¸�·h¹�º�ºA³�¾|¸�¾|°�²�±sµ)º�Ç�¶u¼rÀ�Á<µ|°�¸�À�·�¸p´�¹�É�¸

¼<Òc°�¼r¹�À�²N¿$º�¸�»�»�¼�¾hº�¸f¼rÁ?¹�À�´"µ|²�²�³�±h»�¼N¹�À�µ)°�¸�²�±|¸�» �
�"j$¬R¤�Ë�¬�a��;®ON7® AO�:n`t�ï�ö��d��óH��ï�Es ó�mJï�ô�r w f n×n x n�raöBóOycï_z A n�ô7õ

E
z�t�ycî$r{î�n`rPr{î�ï'ö)ï�ïg}�ó-z�rOz:nNô

n×n x n`r^öBóQ} V w ó�rFî
A = V DV −1 w î�ï'ö|ï D ó-z�õ�óOnhp�fNô�nNò { w ï�î�n`m�ïJrFî�n�r�i_f�ö"n�ôAñ λ̂ ∈ Λ(A+E) { rFî�ï�ö|ï�ïg}ró-z�rdz
λ ∈ Λ(A)

z�t�y)î|rFî�n�r |λ− λ̂| < ‖V ‖
∥

∥V −1
∥

∥ ‖E‖e ögfhf�i'÷ Þ#²�À�¾s³�ºÖµ�¼NÀRÇåÈ7²u²�½å²rÀ Àu³�»�¸�±|¹ÆÒ�¼rº�º�¹�À�¸�¼r±,¼rº�´�¸�È�±c¼ � ë ²r±,¸'æ�¼r»�Â�º�¸�¶:��¸�»<»<¸�º^ß ¾l8;�;7òÖó]ï)õ��Jt x ï�öBóOygnNò��/ó{ôwï�n�ö:l�ò puïhu�öon °�¼r¾h¼�Â�±)²R²N¿ � �

�#¬�abaÑ¦��;®-c0® �lï_r
P (n)(ε) = An + εQn

nNô7õ�;wóOyg��z'f x ï λ ∈ Λ(An + εQn)
÷��Oi

‖εQn‖ < d
2
w î�ï�ö|ï d ó-zVrFî�ï:z x nNò{ò�ï_z�r�õNó-z�rvn�ô�ycï6rDf�r{î�ï~f`rFî�ï�ö�ï�óQp�ï�ô�m`n�ò�t�ï_z6f�i An { rFî�ï�ô(rFî�ï;�ï'ö�r�t?ö'u�n`r^óOf�ô�z�ï�öBó]ï�z@i_fNö

λ(ε)
y�f�ô,mJï�ödpuï�z�÷

e ögfhf�i'÷ ÛR¸�¸<à ��â^�
�

�#¬�abaÑ¦R�0®-�0® ��f�ö:nNô�ñJzBñ x ugfNò f { r{î�ï6n`z�z_f�y�óOn`rLï)õJ�V��í�fg;�ï'ögn`rvf�ö
Tn(f)

î�n`z ‖Tn(f)‖ ≤
K1

i_fNö�z'f x ïRy�f�ô�z�rDnNô�r K1
n�ôwõ�n�ôAñ,ï�ô�r^öBñ�f�i

Tn(f)
i_fNö=z'f x ï n ó-z�u�f`t?ôwõrïcõ�u�ñ$z'f x ïy�f�ô�z�rDnNô�r�A�ó{ôwõrïv;�ï�ô7õ�ï'ô,r�f�i�ô�Er÷

e ögfhf�i'÷ ¯T°�¹Æ¾T¹Æ¾hÂ�¼N±|µh²N¿lµ|°�¸�¾|ÇR»�È7²rº�¹�Ò�Ò�¼rº�Ò�³�º�³�¾T²N¿}Õ#Ô�¯3²rÂ7¸�±c¼�µ|²�±)¾ � ÛR¸�¸<à ��â��
�

�#¬�abaÑ¦��;®H�l® ��f�öRrFî�ï";�ï'ö�r�t?ö'ucï)õ fg;�ï'ögn`rvf�ö
P (n)(ε)

n`z+ó{ô�rFî�ï�n`m�ï�öon'pró{ô�p x ï_rFî�ffõ { w ïî�n`m�ï�rFî�n�r ‖Vn‖ ≤ K2n
i_fNöJz'f x ï=y�fNô�z�rDnNô�r K2

÷
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e ögfhf�i'÷ ¯T°�¹Æ¾+»�¼JÇ ÈA¸Å¾s¸�¸�ÀäÈRÇ ³?µ)¹�º�¹�Ó�¹�À�´b¢�´�²r±)²�Éwß ¾�µ)°�¸�²�±|¸�» ¿F²r±�Õ#Ô�¯ ²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±c¾�Ù]¼NºÆ¾|²
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∥

∥

∥
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∥

∥
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∥
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(Ĉn)2
1

2
K

3 ²�· ·�¸�·h¹�º�º�»�¼N½�¸,Ù]·h°�¼�µ�¾|°�²�³�º�ÁÅÀ�²�·Ý¾s¸�¸�» ¼r¾ ã ¼,»"Ç?¾[µ)¸�±)¹�²�³�¾�Òc°�²r¹ÆÒ'¸<²N¿
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3 ²�· ·#¸�¾|°�²�·%µ)°�¼�µ
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¼rÀ�Á�¸�Àuµ|¸�±p¼NÀ�²rµ|°�¸�±pÈ�¼Nº�º0²r¿lµ)°�¹�¾h¿F²r±)» ¼N±)²r³�À�Á
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λ̂i

º�¹�¸f¾�¹�Àè²rÀ�¸�²N¿#µ|°�¸
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Á?¹�¾O2[²r¹�ÀuµhÈ�¼Nº�º�¾T²r¿l±c¼rÁ?¹�³�¾ 1

2n2
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¹Öµ�Ò�²r³�ºÆÁ�À�²Nµ�ÈA¸�Ò'²�Àuµ|¹�Àu³�²r³�¾�¶5»�³�Òc°Dº�¸f¾|¾
¼rÀ�¼Nº�Çuµ|¹ÆÒN¶0¼�¾�¼rº�º
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º�¹�¸f¾h¹�À,µ|°�¸�ÈA¼Nº�º;¼N±)²r³�ÀAÁ
λ∗i
¿F²�±�¼Nº�º

ε ∈ [0, 1
4Mn2 ]

�83 ²�·
¶?µ|°�¹�¾�»�¸f¼NÀ�¾
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n
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ε
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²?Á�¾ Ã ¼NÂ�Â�º�ÇR¹�À�´�ÂA¾s¸�³�Á?²�¾|Â7¸�ÒBµ)±)¼rºr»<¸'µ)°�²?Á�¾lµ|²�²rÈ?µc¼N¹�À�¹�À?¿F²r±)»�¼�µ|¹�²rÀ"¼NÈ7²r³?µ$¸�¹�´r¸�ÀRÉ�¼Nº�³�¸f¾�¶J¸'µcÒ �ø À�¸�Â�¼r±sµ)¹�Ò�³�º�¼r±|º�Ç,¹�Àuµ)¸�±)¸�¾sµ|¹�À�´
¸�æ�¼N»<Â�º�¸"¹Æ¾<à Ê�â ¶;·h°�¹�Òc°D»<²Nµ|¹�É�¼�µ)¸�Á�µ|°�¸�¾sµ)¼N±|µ�²N¿#²�³�±�²�·hÀ
±)¸�¾|¸�¼r±)Òc° � ¯T°�¸<¹�À�µ)¸�±)¸�¾sµ|¸fÁD±)¸�¼�Á?¸�±
¾|°�²r³�º�ÁÅ¼NºÆ¾s²,Â7¸�±)³�¾|¸"µ)°�¸.I�¾|¸�³�Á�²�¾|ÂA¸fÒBµ|±)³�» \ ¼�µ|¸�·�¼JÇ
·�¸�È�¾|¹�µ|¸ � ÄD¸�·h¹�º�ºhÀ�¸�¹Öµ)°�¸�±<³�¾|¸
À�²r±<Â�±)²�Ér¸
¼rÀRÇDµ)°�¸�²�±|¸�»�¾�Ò�²rÀ�Ò�¸�±)À�¹�À�´�Â�¾|¸�³AÁ?²�¾|ÂA¸fÒBµ)±)¼�¶
È�³�µ�¼�¾�¹�µ
°�¼r¾�º�¹�À�´�¸�±)¸�Á�¹�À=µ)°�¸<È�¼rÒc½,²N¿#²r³�±�»<¹�À�Á�¾�·h°�¹�º�¸"¸�æ�¼N»<¹�À�¹�À�´�µ|°�¹Æ¾�Â�±)²rÈ�º�¸�»,¶w·�¸
·h¹�º�º$¾[µc¼�µ)¸�²rÀ�¸�µ|°�¸�²r±)¸�» µ|°�¼Nµ�·h¹�º�º/¼Nº�º�²�· µ|°�¸"±|¸f¼rÁ?¸�±h³�À?¿]¼r»�¹�º�¹�¼r±�·h¹�µ|°�µ)°�¸�È�¼�¾s¹ÆÒ�¾�²N¿/µ|°�¸
µ)°�¸�²�±|Ç<µ)²<¿F²rº�º�²�· ²r³�±TºÆ¼�µ|¸�±pÁ?¹Æ¾|Ò�³�¾|¾|¹�²rÀ�²N¿/Àu³�»�¸�±|¹ÆÒ�¼rºw¸�ÉR¹�Á�¸�À�Ò�¸�¼NÀ�Á
¸'æ�¼N»<Â�º�¸�¾ �
ÏLÀ�¾|²r»<¸+¾|¸�À�¾|¸r¶lµ|°�¸
Â�¾|¸�³�Á?²u¾sÂ7¸�Ò'µ|±)³�»�»<¸f¼r¾|³�±|¸f¾�µ|°�¸
Á?¸�Â�¼N±|µ|³�±)¸<¿F±)²r» À�²r±)»�¼Nº�¹Öµ[ÇD²N¿

¼�»�¼Nµ|±)¹Öæ � ¯T°�¸"´r±)¸�¼Nµ|¸�±pµ|°�¸�Á?¸�Â�¼r±sµ)³�±)¸
¿F±|²�» À�²r±)»<¼rº�¹�µ[Çr¶�µ|°�¸"º�¸f¾|¾�µ|°�¸�Â�¾|¸�³�Á�²�¾|ÂA¸fÒBµ|±)³�»
»<¹�±|±)²r±c¾�µ)°�¸�¸�¹�´�¸�ÀRÉ�¼Nº�³�¸�¾#¿F²r±p¾|»�¼Nº�º

ε
� ¯T°�¸�¿F²rº�º�²�·h¹�À�´"µ|°�¸�²r±)¸�»,¶?µ)°�¸
Â�±)²R²N¿l²r¿$·h°�¹�Òc°�¹�¾�¼

Á?¹�±)¸�ÒBµ$±|¸f¾s³�ºÖµ$²N¿?µ|°�¸�ÕT¼N³�¸�±|Ô ë ¹�½r¸}µ)°�¸�²�±|¸�»é¾sµ)¼Nµ|¸fÁ
¹�À�¾s¸fÒBµ)¹�²�À�ì�¼rÀ�Á�µ|°�¸�¾|ÂA¸fÒBµ)±)¼rºrµ)°�¸�²�±|¸�»�¶
µ)¸�º�º�¾#³�¾�µ|°�¼Nµ�µ|°�¸�Â�¾|¸�³�Á�²�¾|ÂA¸fÒBµ|±)³�»�²N¿;¼�ùp¸�±)»<¹Öµ)¹�¼rÀ+²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±�¹Æ¾#À�²Nµ#µ|¸�±)±)¹�È�º�Ç�¹�Àuµ|¸�±|¸f¾[µ)¹�À�´
ÙFµ|°�¹Æ¾h´r¸�À�¸�±c¼Nº�¹�Ó�¸�¾�µ|²�À�²r±)»<¼rºw²rÂ7¸�±c¼�µ|²�±)¾T¼�¾T·#¸�º�º ãB�
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A
ó-z8²�ï�ö x ó�r^óOn�ô { A = V DV −1 w ó�rFî D n"ö|ï�nNòwõNóOn'p�f�ô�nNò x n�raöBóQ}$n�ô7õ

Λε(A) ⊂ Λ(A) + ∆ε w î�ï�ö|ï ∆ε

õrï�ô�f�r�ï_zJr{î�ï=y�òHf*z�ïcõ|ugnNò{ò;ó{ô
C
n�u�f`t�r

0
÷

ë ²�±h¸'æ�¼N»<Â�º�¸�¾T²r¿$ÂA¾s¸�³�Á?²�¾|Â7¸�ÒBµ)±)¼�²r¿$¼<À�²�À?Ô^À�²r±)»<¼rºw²rÂ7¸�±c¼�µ|²�±)¾�¶uµ|°�¸
¹�Àuµ|¸�±|¸f¾[µ)¸�Á
±|¸f¼rÁ?¸�±
Ò�¼NÀ"Ò�²rÀ�¾|³�º�µ�à ÊJâ ²�±lµ)°�¸�I�¾|¸�³�Á?²u¾sÂ7¸�Ò'µ|±)³�» \ ¼�µ)¸�·T¼JÇ �43 ²�·Ñ·�¸#·h¹�º�ºu¸�æ�¼N»<¹�À�¸�¼�¿F¸�· ¾sÂ7¸�Ò�¹ÖêAÒ
¸�æ?¼r»<Â�º�¸f¾#µ|²�·h°�¹ÆÒc°
²�³�±h»�¼N¹�À�µ|°�¸�²r±)¸�» ¼rÂ�Â�º�¹�¸f¾ �
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�h§d³,«lË�¬�N,´
T80(x3 + 0.06x1x3)

ì � Ê�� �:µ0¦�aÐÍ/Î]¬R­�® 7 ¾�±|¸�»<¼r±|½�¸�Á"ÈA¸�¿F²r±)¸r¶rµ|°�¸�¾sµ|³AÁ?Ç�²r¿7µ)°�¸p²�ÂA¸�±)¼Nµ|²r±c¾$±|¸f¾s³�ºÖµ)¹�À�´�¿F±)²r» µ|°�¸
¾|ÇR»�È7²rº

fε(x1, x3) = x3 + iεx1x3
°�¼r¾"»<²Nµ)¹�É�¼�µ)¸�ÁÐÀ�¸�¼N±)º�ÇÅ¼rº�º�²N¿hµ)°�¹�¾"·�²r±)½ � 3 ²�·%·�¸

·h¹�º�º5Á?¹Æ¾)Ò'³�¾)¾�·h°RÇ<µ)°�¹�¾�Â�¼r±sµ)¹�Ò�³�ºÆ¼N±�¸'æ�¼N»<Â�º�¸�¹Æ¾�²N¿;¹�Àuµ|¸�±|¸f¾[µ � ¯T°�¸�Â�¾|¸�³�Á�²�¾|ÂA¸fÒBµ|±c¼Nº7Â7²r±|µ|±c¼N¹�µ
È7¸�º�²�·%¿F²r±�µ)°�¸�¾sÇR»�È7²rº

f1(x1, x3)
¾|°�²�·p¾�µ|°�¸=Òc°A¼N±c¼rÒBµ)¸�±)¹�¾sµ|¹ÆÒ�×s·h¹�À�´r¸�ÁRØ�¾sÂ7¸�Ò'µ|±)³�» ¼rÀ�Á

º�¸�»<À�¹Æ¾|Ò�¼�µ)¸�Â�¾s¸�³�Á?²u¾sÂ7¸�Ò'µ|±)³�» ¿F²�±�ê�æ?¸�Á
n = 80

¼rÀ�ÁäÁ?¹HG7¸�±|¸�Àuµ�É�¼rº�³�¸f¾�²N¿
ε
�¶3 ²�·
¶�¹�µ

¹Æ¾�¹�»<ÂA²�±sµc¼NÀuµ�µ|²�À�²Nµ)¸�µ|°�¼Nµ"¹�ÀÐµ|°�¹�¾"Ò�¼r¾|¸+·�¸+°�¼JÉ�¸
Qav

n = 0
¿F²�±"¼rº�º

n
¶$·h°�¹�Òc°Ð»�¼JÇÅÈA¸

¾|¸�¸�ÀÑÈRÇÑ¼�¾|¹�»<Â�º�¸�Ò'²r»<Â�³�µ)¼�µ)¹�²�ÀÑ²N¿
Qn

¼NÀAÁÑ²r³�±"¸f¼N±)º�¹�¸�±"±|¸�»<¼r±|½è²�À�Á?¸'µ)¸�±)»<¹�À�¹�À�´Dµ|°�¸
¸�À�µ)±|¹�¸�¾�²r¿0µ|°�¸
¼JÉ�¸�±c¼N´r¸fÁ<²rÂ7¸�±c¼�µ)²r± � ÛR²A¶?ÈRÇ<µ|°�¸�µ|°�¸�²r±)¸�» µ|°�¼NµT·�¸�°�¼JÉr¸@2[³�¾[µpÂ�±|²�É�¸�Á5¶�µ|°�¸
¾|ÂA¸fÒBµ)±|³�»Úº�¹�¸f¾pÉ�¸�±)Ç�Ò�º�²u¾s¸
µ)²+µ)°�¸�±)¸�¼rº;º�¹�À�¸�¿F²r±�¾s»�¼Nº�º$ÉJ¼rº�³�¸�¾p²r¿

ε
� ùp²�·�¸�É�¸�±f¶A¾sµ|¹�º�ºlê�æ?¹�À�´

n
¶;¼�¾

ε
¹�À�Ò'±)¸�¼�¾s¸f¾p¿F±)²r»·¨�¶5µ)°�¸+¾|ÂA¸fÒBµ|±)³�»Ú×[³�À�Ó�¹�Â�¾LØ"µ|²,¿F²r±)»�¼
ê�´�³�±|¸�µ)°�¼�µ�¹Æ¾�´r¸�À�¸�±c¼Nº�º�Ç

¾|¹�»<¹�º�¼r±hµ|²�µ|°�¸"²rÀ�¸�ÈA¸�º�²�· � Ï�µ�¹�¾�³�À�Ò�º�¸f¼N±�·h°�¸�±)¸
µ|°�¸"¾|Â�º�¹�µsµ)¹�À�´�Â7²r¹�À�µc¾�º�¹�¸�¹�À�´r¸�À�¸�±c¼Nº^¶A¼r¾
¹�µ�¹Æ¾�³�À�Ò�º�¸f¼N±�¼�µ�·h°�¹�Òc°DÉ�¼Nº�³�¸"²r¿

ε
µ|°�¸�¾|ÂA¸fÒBµ)±|³�»�ÈA¸�´r¹�À�¾�µ|²�³�À�Ó�¹�Â � Ï�µ
¹Æ¾�Â7²�¾)¾|¹�È�º�¸�µ)°�¼�µ

µ)°�¸�Â7¸�±|µ|³�±)È�¼Nµ|¹�Ér¸"¼rÂ�Â�±)²�¼�Òc°,Ò�²r³�ºÆÁ�È7¸"¸�æRµ|¸�ÀAÁ?¸�Á=µ|²
Ò�²�Ér¸�±hµ|°�¸<Ò�¼�¾s¸�²N¿
ε > 1

2Ĉn

¶wÈ�³?µ�¹Öµ
¾|¸�¸�»<¾:5u³�¹Öµ)¸"º�¹�½r¸�º�Ç
µ|°�¼Nµ�¼�À�¸�· ¼rÂ�Â�±)²�¼rÒc°,·�²r³�ºÆÁ,È7¸"±)¸h5u³�¹�±|¸fÁ�µ|²
¸'æ?Â�ºÆ¼N¹�À�µ|°�¸�¾sÂ�º�¹�µsµ)¹�À�´
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Â�°�¸�À�²�»�¸�À�²rÀè²�È�¾s¸�±|É�¸�ÁÅ¹�ÀÐµ|°�¹Æ¾�Ò�¼r¾|¸ � 7 ÀRÇDµ|¸fÒc°�À�¹-5�³�¸�¾�³A¾s¸fÁèµ|²=¸�æ?Â�º�¼r¹�Àèµ)°�¹Æ¾�¾|ÂA¸fÒBµ|±c¼Nº
¾|Â�º�¹Öµ|µ|¹�À�´<·#²�³�º�Á�º�¹�½�¸�º�Ç�¼NÂ�Â�º�Ç+µ|²<²r³�±hÀ�¸'æRµp¸'æ�¼N»<Â�º�¸�²rÀ
µ|°�¸�Ò�ÇRº�¹�À�Á?¸�±p¼r¾T·�¸�º�º �
¯T°�¸�±|¸�¼N±)¸#¼NºÆ¾|²�¾sÇR»"ÈA²�º�¾l²rÀ
µ)°�¸TÒ'ÇRº�¹�À�Á?¸�±;µ)°�¼�µ/¸'æ?°�¹�È�¹�µlµ)°�¹Æ¾$¾|²r±|µl²r¿�¾sÂ�º�¹�µsµ)¹�À�´�È7¸�°�¼JÉR¹�²r± �

ë ²r±h¸'æ�¼r»�Â�º�¸�¶?µ|°�¸ ë ¹�´r³�±|¸ Ê ·T¼r¾T²rÈ�µ)¼N¹�À�¸fÁ�¿F±)²r» µ|°�¸"¾sÇR»�È7²rº
fε(p, θ) = p+ iε(p2 − p)

�
Õ�Ç+²�³�±hÂ�±)¸�ÉR¹�²�³�¾TÁ?¹Æ¾|Ò�³�¾|¾|¹�²rÀ�²N¿45u³�¼rÀuµ|¹�Ó�¼�µ)¹�²�À
²r¿/¾|ÇR»�È7²rºÆ¾�²rÀ�µ|°�¸�Ò�ÇRº�¹�À�Á?¸�±�¶?·�¸�»<¼JÇ
¾s¸�¸
µ)°�¼�µpµ)°�¹Æ¾�¾|Çu»"ÈA²�ºl¾)¼�µ)¹�¾sê�¸�¾hµ|°�¸�°RÇRÂ7²Nµ|°�¸�¾|¸�¾h²r¿/²�³�±�»�¼r¹�À�µ|°�¸�²r±)¸�» � 7 ¾�¹�À,µ)°�¸�Â�±|¸�Éu¹�²r³A¾
Ò�¼r¾|¸r¶

Qav
n = 0

¿F²r±Tµ)°�¹�¾�¾sÇR»�È7²rº �

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

dim = 40
−14

−13

−12

−11

−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

�h§d³,«lË�¬�c ´
T40(p) + εT40(i(p

2 − p))
¿F²�±hº�¼r±|´�¸

ε
Ù
ε ≈ 2)

ÏLÀ ë ¹�´r³�±|¸ � ¶R·#¸�¾|¸�¸�µ|°�¼Nµ#¿F²�±T¾|»�¼Nº�º
ε
ÙF°�¸�±|¸

ε
¹�¾�±)¸�ºÆ¼�µ|¹�Ér¸�º�Ç<ºÆ¼N±)´r¸p·h¹�µ|°�±)¸�¾|ÂA¸fÒBµ�µ|²"µ|°�¸

Òc°�²�¹�Ò�¸�»�¼rÁ?¸�¹�À�²r³�±$»�¼N¹�À
µ|°�¸�²r±)¸�» ã µ|°�¸T¼JÉr¸�±)¼r´r¸fÁ�²�ÂA¸�±)¼Nµ|²r±l»<¹�»<¹ÆÒ�¾lµ|°�¸T¾|ÂA¸fÒBµ|±)³�» ¿]¼N¹�±)º�Ç
·�¸�º�ºa¶7¼Nº�µ|°�²�³�´r°,µ)°�¹Æ¾pÈ�±)¸�¼r½R¾�Á?²�·hÀ¹5u³�¹�Òc½Rº�ÇÅÙ

ε ≈ 0.2
ãB��ø ¿�Ò'²�³�±c¾s¸�¶A¼r¾

Qav
n = 0

¿F²r±�¼rº�º
n¹�À+µ)°�¹�¾TÒ�¼r¾|¸r¶�µ|°�¸
¼JÉr¸�±)¼r´r¸fÁ�¾|Â7¸�ÒBµ)±|³�» Á?²R¸�¾�À�²Nµ�¸'æ?°�¹�È�¹�µh¾|Â�º�¹Öµ|µ|¹�À�´�ÈA¸�°�¼JÉR¹�²�±�Ù]²r±�»�²�É�¸�¼Nµ

¼rº�º^¶�¿F²�±�µ)°�¼�µ�»�¼�µ|µ|¸�± ãB� ùp²�·�¸�É�¸�±f¶�²r³�±�À�¸�æRµ�¸'æ�¼r»�Â�º�¸"Â�±|²�ÉR¹ÆÁ?¸�¾�³�¾�·h¹Öµ)°�²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±c¾p¾|³�Òc°
µ)°�¼�µ

Qav
n

¹�¾pÀ�²NµTµ|±)¹�Éu¹Æ¼Nº �
ÏLÀ ë ¹�´�³�±)¸�ì�¶�·#¸=¸�æ�¼N»<¹�À�¸,µ|°�¸�²�ÂA¸�±)¼Nµ|²r±c¾�¼r¾)¾|²RÒ�¹�¼Nµ|¸fÁ�·h¹�µ|°äµ)°�¸�¾|Çu»"ÈA²�º

f(p, θ) =
p + i(p2 − p) cos2(θ)

�º3 ²Nµ|¸=µ|°�¼Nµ�¹�Àäµ)°�¹Æ¾�Ò�¼�¾s¸�¶
Qav

n 6= 0
¶h·h°�¹ÆÒc°å»�¼JÇ�È7¸�¾s¸�¸�ÀåÈRÇ

±)¸�»<¸�»"ÈA¸�±|¹�À�´�µ|°�¸"¿F²r±)»�³�ºÆ¼
cos2(θ) = 1

2 + cos(2θ)
2

Ùa¾s²
Qav

n = 1
2Tn(p2 − p))

� ùp¸�±|¸�·#¸
¾|¸�¸�µ|°�¼Nµ�µ)°�¸�¼JÉr¸�±c¼N´�¸�Á�²rÂ7¸�±c¼�µ)²r±#Â�±|²�ÉR¹ÆÁ?¸�¾�¼"´r²R²?Á+¼NÂ�Â�±|²Jæ?¹�»<¼Nµ|¹�²rÀ�³�Àuµ)¹�º5¼NÂ�Â�±|²Jæ?¹�»�¼�µ|¸�º�Ç
ε ≈ 1

2

� ¯T°�¹�¾#ÈA¸�°�¼JÉR¹�²�±�¶u¼Nº�²rÀ�´�·h¹Öµ)°+µ|°A¼�µ#²�È�¾|¸�±)Ér¸�Á�¹�À+µ)°�¸�Â�±)¸�ÉR¹�²r³�¾�¸'æ�¼N»<Â�º�¸�¾�¶R¾s³�´�´r¸f¾[µc¾
µ)°�¼�µ
µ|°�¸DÈA²�³�À�Á�¾
²rÈ?µc¼N¹�À�¸�Áç¹�Àç²�³�±�»�¼r¹�Àåµ)°�¸�²�±|¸�» ¾|°�²�³�º�ÁçÈA¸Å¼NÈ�º�¸=µ)²�È7¸�¹�»�Â�±|²�É�¸�Á
Á?±c¼N»�¼Nµ|¹ÆÒ�¼Nº�º�Ç �
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½ ÿv¾}z �*¿ `)\ai �*À&Á`Â�Ã�Ä ü�ÅDÆ�ü ÄOÃoÇ�È*É ü-Ê Ã Æ
ü Ã@Ë ý Ä ü È�Ä�Ì ûBü-Ê Ã ÆRÍ Â ý Ã�ÄvÎ�ÏvÃ�Ä�Ð ÊHÆNý^û Ä8Ñ�Ò ý Ä ûBü Ã�ÄvÓ ��Ô�gJm]VXWJ_BU[m]y-ÕAU[mat�`c_*�ÿ�Ö�×�� �½ �g¾}> � 6 � z?m]U[q�UL\^bfUsW�`cWJk:Ô � @ ��Ø b�`cgJep`cW � S"`sY'UPÙ�`cj^�BU[\ÚÙ�Z^U[oJkJiBehi�kJU[Z5icq?z � VXZa\aU[kpz?i�U[gJtXV \ax}1
`)\amaVXj[U[Z �Ø iBehe�oJW � Ù�oJmaU}-lgJgJt � 1
`)\^b��f\^ih`cgfgrUs`cm �½ Û ¾�1 � 2wiBm]kJU[ep`cWJW���4 � 1�UsVXWfmaU[WJ�BU[W��f`cWJkh1 � Ô�j�bJtXVXj�bJU[WJep`cVXU[m � z?i�U[gJtXV \ax�Ü$o�`cW'\^VXxs`)\aVXiBW�icq ¿�Ý bJtXU[m71
`cWfyV q�iBtXkJZ;`cWJk
gl(N)

�
N → ∞

>uVXehV \^Z �*Ø iBehe#oJW � 1
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T30(p) + εT30(i(p
2 − p) cos(θ))
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T30(p) + εT av
30 (i(p2 − p) cos(θ))

Ù]¼ ã
ε = 1

10

ÙFÈ ã
ε = 2

10

Ù]Ò ã
ε = 4

10

Ù]Á ã
ε = 6

10




���
���������������������������� 
 !"� #$�&%�
�� !'!"� #(��������)*��
�+��,� ����
��-��).� �����,����� ��! 	 ¡

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

á Uoâ
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

á qDâ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

á _'â
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

á b�â
�h§d³,«lË�¬��Ú´pÞ#²r»<Â�¼r±|¹Æ¾|²rÀ�²r¿$¸�¹�´�¸�ÀRÉ�¼Nº�³�¸�¾�²r¿jgs¤�i

T20(p) + εT20(i(p
2 − p) cos2(θ))

·h¹�µ|°
¸�¹�´�¸�ÀRÉ�¼Nº�³�¸�¾�²r¿jg�µHi

T20(p) + εT av
20 (i(p2 − p) cos2(θ))

Ù]¸ ã
ε = 2

10

Ù{¿ ã
ε = 5

10

Ù]´ ã
ε = 8

10

Ù]° ã
ε = 12

10


