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Introduccion

» El limite semicldasico vy su inverso, la teoria de
“cuantizacion”, relacionan modelos
geomeétricos y analiticos de ciertos fendmenos

fisicos.

» Matemadaticamente, el limite semiclasico se
traduce en relaciones asintdticas de
cantidades analificas en términos de
cantidades geométricas.
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Contenido de la platica:

. Primer ejemplo (&ptica): Formacion de
cdAusticas.

. La herramienta principal: fase estacionaria.
. La mecdanica cldsica y la cudntica.

. Algunos teoremas:
» Sobre autovalores de un operador eliptico.

» Caos cuantico.

. Algunos problemas abiertfos.
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1. La Caustica de una Taza de Café
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Modelo geomeétrico

La luz consiste de rayos gue vigjan en linea
recta en un medio homogéneo.

Se reflejan segun la ley: dngulo de incidencia =
angulo de reflexion.

La cdustica es la envolvente de los rayos
reflejados.

Este modelo se aplica a otras cAusticas: el
tubo de nedn.
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Ecuacion de una cdustica

Tenemos una familia monoparamétrica de rectas,
o una familia a dos pardmetros de puntos:

T(s,t) = 7(s) + tU(s).
Condicion para gue un punto esté en la cdustica:
T(s,t) = Z(s + As,t + At).

Dividiendo por As y fomando el limite As — 0:

_or _dtos
 Os  ds Ot

0
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Descripcion usando el Espacio Fase

El espacio fase es X = R? x (R?\ {0}) (posicion
y velocidad en el plano).

En X tenemos el flujo "avanzar en linea recta
con velocidad uno”:

— = — t — =
¢t($,?}) — (33 + ‘?7‘ U,U).
Los puntos de la "taza” junto con las
direcciones de los rayos reflejados forman una

variedad de dimension dos, A C X.

La cdustica se forma al proyectar ¢;(A) sobre
el plano.
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Modelo Analitico

» La luz consiste de ondas que estan descritas
por una funcion v (t, ).

» La funcidn ¢ satisface la ecuacion:

82

j
» Una fuente puntual en ¢ de frecuencia k
produce una onda de la forma:

w(t, T) — acos(k(|f —yl —t—to))
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-fuentes puntuales-

Usando la relacion de Euler, e = cos(6) + isin(6),
podemaos escribir una fuente puntual general:

etk (|1Z—1]—1) o otk|Z—7|
—c¢ "o

Z -y
Estudiaremos Unicamente la parte espacial,

GZk’w_y‘
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Interferencia:

» Cuando dos ondas "chocan” (interfieren) se
suman algebraicamente.

» La magnifud de la suma depende de la fase
de las ondas componentes: Interferencia
constructiva/destructiva.,

» La cdustica se forma por un fendmeno de
iInferferencia consfructiva/destructiva de las
ondas reflejadas.
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Ejemplo en dos dimensiones:

Consideremos N fuentes puntuales en el plano, en
los puntos y;. La amplitud de la onda gque
producen en un punto # del plano estd dada por
una suma del fipo:

Dependiendo de las distancias de x a los puntos ¥
habrd cancelaciones en esta suma.
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Fuentes puntuales sobre una parabola

40 fuentes, nu=4
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Distribucion continua de fuentes
puntuales: El fubo de neodn.

Supongamos gque tenemos una distribucion
continua de fuentes puntuales a lo largo de una
curva C, gue emiten ondas de frecuencia k (en
fase), con una amplifud a(y). Enfonces la suma
(infegral)

calcula la amplitud de la onda en el punto 7.
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Como reconciliar los dos modelos?

» Tenemos dos modelos: uno geométrico, el ofro
analifico.

» LOs dos son bastante satisfactorios, aunque el
modelo ondulatorio es mdas fundamental:
Fendmenos de interferencia y difraccidn no se
pueden explicar satisfactoriomente con
“rayos”.

» COmo obtener el modelo geométrico del
analitico?
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El problema analitico:

Para reconciliar el modelo geométrico con el
analitico, debemos demostrar gue la suma
(infegral)

es maxima o muy grande cuando ¥ esta en la
caustica.
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2. El Méetodo de la Fase Estacionaria

La suma anterior es del tipo

I(k):/ R W) a(y) dm,,
M

es una infegral oscilante. No se puede calcular de
manera exacta, pero si se puede estimar en el
régimen k£ — oo. Fisicamente esto tiene sentido: La
longitud de onda de la luz es muy peqguena.
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Expansiones asintoticas:
Algunas definiciones:

» I(k) = O(k») significa: | L&) | estd acotada.

» I(k) ~ 3. a;k™7 significa:

Vi |I(k) — iajk—jy = Ok~ 1),

J

» I(k) = O(k=°°) significa: Vp < 0 I(k) = O(kP).
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Teorema 1: Fase no estacionaria.

Sidf # 0 en el soporte de a,

/ R W) a(y) dm, = O(k~°).
M
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El segundo teorema:
SeaI(k)= |

Iy eFFW) a(y) dm,,:

» Siyp €s el Unico punto critico de fy es no
degenerado, entonces

I(k) ~ — 0 > ajk.

i=0

donde las constantes a; “se pueden calcular”.

. En particular ag = ¢ - ——40) __
P 40 Vv det(£7 (yo))
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-fase estacionaria-

Mas sobre I(k) = |

M

e*FW) a(y) dm,,:

» Sihay mds de un punto critico de f y todos son
No degenerados, cada uno de ellos
contribuye al desarrollo asintético de I(k) una
serie:
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Ejemplo:

Tomemos 52 = {(z,y,2) | 2% +y* + z* = 1} la esfera y
f = z como funcién en S2. Entonces f tiene dos

puntos criticos (los polos). Por otra parte un cdalculo
directo da que:

/ oikz g A — @(eik — eik)
52 k

En este caso la aproximacion dada por el método
es exacta! (Caso particular del teorema de
Duistermaat-Heckman, Atiyah-Bott.)
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Regresando al problema de la caustica:

SienI(k) = [,,e* W a(y) dm,. la fase f tiene
puntos criticos degenerados (det 7 (yg) = 0),
entonces I(k) es mas grande que O(k~"/2).

Esto permite encontrar la cAustica: Si M = C es una
curva y tomamos fuentes puntuales sobre C,

fly) =z —yl.

Para cualquier x esta f tiene un punto critico: el
punto en C mas cercano a z. Este punto critico es
degenerado ssi x €s un centfro de curvatura de C.
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Ceniro de curvatura
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3. La Clasica y la Cuantica

» Lo anterior es matematica del siglo XIX.

» La expresion “limite semicldsico” se origina con
la mecdnica cudntica (1930).

» Ahora discutiré ejemplos en el contexto de
mecdanica.
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Mecadnica clasica

» Segunda ley de Newton: La frayectoria Z(t) de
una particula sujeta a una fuerza F = —VV
satisface: mi(t) = —VV (Z(t)).

» Hamilton: Infroduce un espacio (&, p) de
dimension 2n y en él la funcidon energia:

La 2a ley de Newton resulta ser equivalente al
sisfema:
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Espacio fase:

El espacio de Hamilton parametriza todas Ias
posiciones y momentos del sistema. Es un
espacio geométrico M, con una estructura
simplectica: w =3, dz; A dp;.

Dada cualguier funcidon H en M, usando w
podemos construir un campo vectorial en M
(“gradiente simpléctico”).

La dindmica generada por ese campo
vectorial da las trayectorias del sistema clasico.

La mecanica clasica es parte de la geometria
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Ejemplos 1.

. . 1 1
El oscilador armoénico: H(z,p) = §p2 + §x2.

Las ecuaciones de Hamilton son: © = p, p = —x.

Si intfroducimos la variable compleja: z = z + ip, las
soluciones se escriben:

El flujo es periddico de periodo 2r. Este sistema es
una aproximacion de las oscilaciones de pequena
amplitud, de un péndulo, por ejemplo.
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Ejemplos 2.

Particula restringida a una superficie:

» En una superficie, las curvas que (localmente)
Minimizan su longitud entre dos puntos son las
geodésicas. Por ejemplo, en la esfera las
geodésicas son los circulos mMaximos.

» El flujo geodésico de una superficie M es un
flujo en el espacio

T°M={(x,v); xeM,veT,M}.

» Este es un flujo Hamiltoniano con
H(z,v) = 5]
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La Cudntica:

En la cudntica las particulas son ondas (de Broglie)
—aungue no ondas de materiaq...

1. En vez de un espacio fase se tiene un espacio
vectorial (de Hilbert), H.

2. En vez de tfrayectorias se tienen curvas (grupos
monoparamétricos) en el espacio de Hilbert.

3. En vez de las ecuaciones de Hamilton se tiene
la ecuacidon de Schbdinger:

o,
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-la cudntica-

» El operador de Schrodinger de una particula
en R" sujetfa a un potencial V' es:

S=-mA+V, H=L*R").

» ENnlo que sigue supondremos que S tiene
espectro puntual: 3{v,}, base ortonormal de
H, tal que

S = Ej;
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-la cudntica-

» Las soluciones de la ecuacidn de Schroédinger
son de la forma:

—ih~ME,;
> e T aj
J

» Si el sistema estd en el estado correspondiente
a1 € Hy observamos su energia, el resultfado
serd igual a E; con probabilidad

(1, 105)|?
<¢7 ¢> .
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Ejemplos:

1.- El oscilador armdnico cudntico tiene por
hamiltoniano el operador
7 S

S=——— + —z°.
2d$2+23j

Fl espectro es: E; = h(j + 3); 1 (x) = p;(x)e=* /2",

2.- Una particula libre en S?: S = —h*Age. El
espectro consiste de 1os nUmeros

A\ = R2k(k +1) con multiplicidad 2k + 1.

Los autovectores correspondientes a A, son los
esféricos armonicos de grado k.
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En general, un modelo cudntico de una particula
libre en una superficie M es: H = L*(M) y

S = h?A,; (donde A, es el operador de
Laplace-Beltrami).

Si M es compacta, S tiene espectro discreto.

Problema: Como reconciliar los modelos cldsico y
cudntico?

En particular: El flujo geodésico de una variedad y
a descripcion cudntica dada por el espectro del
aplaciano vy sus funciones propias — qué relacion
fienen?
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4. Algunos resultados.

En lo que sigue:

1. Tomemos un operador de Schrodinger, Sy, que
supondremos fiene espectro discretfo,

Ei(h) < Ex(h) <---, Sy = Ej;.

2. Denotaremos por Xy H : X — R el espacio
fase y el Hamiltoniano del modelo cldsico
asociado.

3. Fijaremos un nimero E € R, valor regular de H:

H(w)=F = dH, #0.
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La formula de traza:

Referencia:

Trace Formulae. En First Summer school in analysis
and mathematical physics, Cuernavaca, Mexico.
Contemporary Mathematics Series No. 260, AMS
(2000).

Resumen:

La distribucion de los niveles de energia {£;} en
una vecindad de E estd dada, asintoticamente
cuando i — 0, por la geometria de las orbitas
periodicas del flujo Hamiltoniano de H en la
superficie de energia {H = E}.
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Teorema 1: Contando niveles de energia:

Supongamos que la medida de los puntos
periddicos en X := {H = E} es cero. Enfonces,
para todac > 0

#{] ; |E — EJ‘ < Ch} ~ 2¢ Vol (ZE) Rl
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Teorema 0O:

Bajo cierta condicidn genéricay comun de las
Orbitas periddicas del flujo en X5, para cada
funcidon prueba ¢ con ¢ € C5°(R), las sumas

Z ¢(ﬁ_1[E - Ej])

tienen una expansion asintdtica cuando A — 0
cuyos términos estan dados por las orbitas
peridodicas.
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Caos cuadntico

Es el estudio de sistemas cudnticos cuyo
contrapartida cldsica es un sistema dindmico
cadtico.

Teorema(Zelditch, Colin de Verdiere) Si el sistema
clasico en X i es ergddico, casi todas las
autofunciones

p; talesquelE; — E| < ch

se distribuyen uniformemente en X cuando h — 0.
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5. Algunos problemas abiertos:

Remover el “casi todas” en la conclusion del
tfeorema anterior (Sarnak).

Los fisicos (M. Berry) han hecho muchas
conjefuras que consideran al espectro en
infervalos |E — ch? , E + ch?| con p > 1. Esta
escala es demasiado fina para estudiarla con
la fase estacionaria. Encontrar métodos para
analizar el espectro a estas escalas...
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Otras Direcciones:

Sea X una variedad simpléctica. Podemos
considerar a X como el espacio fase de algun
sistema dindmico.

» S€ puede "cuantizar”® X7 —Asociarle espacios
de Hilbert ‘Hy, y a funciones en X operadores
en Hy. Se sabe que sisi X es Kahler. Si X es
entera hay resultados parciales (Borthwick, U.),
pero |la teoria no estd bien estudiada.

» Sin embargo nos permitid demostrar un
tfeorema de encaje de variedades casi-Kahler
en espacios proyectivos complejos.
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» Donaldson y D. Auroux han ufilizado la idea de
“cuantizacidon” (en un sentido mas débil y mdas
fuerte a la vez) para estudiar la geometria de

X. Qué tan lejos se puede llegar en esta
direccion?




